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Introduccion

Entre los muchos juegos de azar estudiados por Pierre Rémond de Montmort (1678-
1719) en su obra Essay d’Analyse sur les Jeux de Hazard, publicada en 1708 (segunda
edicion aumentada en 1713) nos encontramos con el Juego del Trece (Jeu du Treize)
gue se practica con una baraja de 52 naipes, con trece de cada palo. El juego, en el que
participa “la banca” (elegida al azar) y el resto de jugadores (cualquier nimero) le dio
pie al autor para proponer y resolver un problema que, con el tiempo, se convirtié en
un clasico de la literatura probabilistica: el problema de las coincidencias. Por tanto,
por primera vez en la historia aparece este problema y el mismo surge asociado al
nombre de Montmort. Basicamente, se trata de calcular la probabilidad que tiene la
banca de ganar este juego. En la primera, edicién de su obra, la de 1708, encontramos
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el planteamiento (no la resolucion) del problema basico y algunos asociados que, prac-
ticamente, son pequefias variantes del primero. En la segunda edicion, la de 1713, apa-
rece el problema mucho mas enriquecido y matizado. En el periodo intermedio entre
ambas ediciones, Montmort habia mantenido correspondencia con dos miembros de la
familia Bernoulli, con Johann (1667-1748) y con Nicolas (1687-1759), y en dicha in-
teresante y amplia correspondencia (no en cuanto al nimero de cartas, sino en cuanto
a la extension de cada una) fue abordado, entre otros muchos problemas, el de las
coincidencias. Por tanto, en la segunda edicion encontramos ya la resolucion de Mont-
mort y, al afiadirse toda esa correspondencia, también la solucion de Nicolas Bernoulli.

Casi inmediatamente después, De Moivre (1718) aborda el problema desde la pers-
pectiva de un teorema general sobre la probabilidad de sucesos compuestos, obte-
niendo dicho teorema por el método de inclusion y exclusion, método usado ya por los
dos anteriores para derivar el valor de una expresion con la que calcular la probabilidad
del banquero de ganar el juego. Montmort usara ese método de demostracion en otras
partes de su obra.

Tras estas aportaciones tempranas, el problema de las coincidencias aparecerd a lo
largo de la historia en muy diferentes contextos y, por tanto, resuelto por diferentes
autores, muchos de ellos inconscientes de las contribuciones fundamentales de Mont-
mort, Nicholas Bernoulli y de Moivre. Asi, por citar a algunos, Laplace (1812), Euler
(17539, Lambert (1713), Young (1819), Oettinger (1837), nos dan una idea de la im-
portancia de este problema en el desarrollo del calculo que empez6 a tener vida propia
a partir del siglo XVII. En la actualidad siguen apareciendo nuevas variantes y formas
de resolucion del mismo.

Nuestro objetivo en este trabajo es describir cémo fue presentado y resuelto este
problema por los dos autores pioneros, Montmort y Nicholas Bernoulli, cosa que ha-
cemos en los dos apartados que siguen. Intentamos hacerlo usando notacion actual
pero siendo fieles al maximo a las palabras y célculos de ambos.

La solucion de Montmort

Como se ha dicho, en el juego participa cualquier nimero de jugadores y se desarrolla
con una baraja francesa de 52 cartas, con 13 cartas por cada palo, habiendo en cada
uno un as (n° 1), nueve nimeros (nimeros del 2 al 10), el valet (n° 11), la reina (n° 12)
y el rey (n° 13).

Por sorteo, los jugadores eligen al que hace de banca (el que tiene la mano). Cada
uno de los otros jugadores hace la apuesta que crea oportuna de forma que, si la banca
gana, todo lo apostado por los demas es para la bancay, si pierde, la banca paga a cada
jugador lo apostado por el mismo. Y comienza el juego. Dejemos que el propio Mont-
mort nos lo describa (la descripcion del juego y el planteamiento y resolucion de los
problemas asociados los encontramos en las paginas 130-143 de la 22 edicion):
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En primer lugar los jugadores extraen para decidir quién tendra la mano.
Supongamos que éste es Pedro, y que el nimero de jugadores sea el que se
quiera. Pedro tendra un juego completo compuesto de cincuenta y dos cartas
mezcladas a discrecion, las saca una tras otra, nombrando y diciendo uno al
extraer la primera carta, dos al extraer la segunda, tres al extraer la tercera,
y asi sucesivamente hasta la decimotercera que es un rey. Entonces, si en toda
esta sucesidn de cartas no hay ninguna extraccion segun el rango con el que
ha sido nombrado, paga aquello que los jugadores pusieron en juego, y cede
la mano a aquél que le sigue a su derecha.

Pero si consigue en la sucesion de trece cartas, extraer la carta que él
nombra, por ejemplo, extrae un as al tiempo que dice uno, o un dos al tiempo
que dice dos, o un tres en el tiempo que dice tres, y asi, toma todo lo que esta
en juego, y vuelve a empezar como al principio, dice uno, después dos, y asi.

Puede ocurrir que Pedro haya ganado varias veces, y volviendo a empezar
por uno, no tenga cartas suficientes en la mano para llegar hasta trece, en-
tonces debe, cuando el juego le falte, mezclar las cartas, cortar, y a continua-
cion extraer del juego completo el numero de cartas que le son necesarias
para continuar el juego, comenzando por aquella donde se qued6 en la mano
anterior. Por ejemplo, si extrayendo la Gltima carta dijo siete, debe al extraer
la primera carta en el juego completo, después de que haya cortado, decir
ocho, seguido de nueve, y asi hasta trece, a menos que gane antes, en cuyo
caso vuelve a empezar, nombrando en primer lugar uno, después dos, y el
resto como se acaba de explicar. Por lo que Pedro puede hacer varias manos
seguidas, igual que puede continuar el juego hasta el infinito.

La descripcion del juego da pie al planteamiento de problemas asociados. En la
primera edicidn, la de 1708, s6lo aparecen planteados. En particular propone cuatro
para resolver por el lector al final del texto. En la segunda, la de 1713, planteados y
resueltos. Durante el intervalo transcurrido entre ambas ediciones, Montmort mantuvo
correspondencia con los Bernoulli. En particular con Johann (1667-1748) y con Nico-
las (1687-1759), sobrino del primero. Dicha correspondencia es conocida gracias a que
la misma fue incorporada a la segunda edicion del texto que nos ocupa. Destacamos la
carta que Johann Bernoulli remitié a Montmort el 17 de marzo de 1710, en la que se
afiaden unas notas de su sobrino Nicolas (pags. 299-303 de la 22 edicion) donde, entre
otros, aporta su demostracion sobre el juego del Trece, precisamente; la que el mismo
Montmort envié a Johann Bernoulli, fechada el 15 de noviembre de 1710 (pags. 303-
307) donde el remitente da la solucién (no la resolucion) del problema que plante6 en
la edicion de 1708, afiadiendo que Os haria participe de mi método, si no creyese que
es demasiado largo. Me vanaglorio que seria de vuestro gusto. También interesa la
carta de fecha 26 de febrero de 1711 que Nicolas Bernoulli remite a Montmort (paginas
308-314 de la 22 edicion) donde el remitente en primer lugar corrige la solucion dada
por Montmort en la carta anterior (bajo el supuesto de que s6lo fueron errores de
calculo) y describe su método de resolucion.
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Nuestro objetivo en este apartado es describir el procedimiento de calculo usado
por Montmort en la resolucion del problema que, como vemos en el enunciado que él
mismo escribe, es simplificado con respecto al juego real:

PROBLEMA
PROPOSICION V.

Pedro tiene un cierto nimero de cartas diferentes que no son puntos repe-
tidos, que estdn mezcladas a discrecién: apuesta contra Pablo que si las ex-
trae seguidas, las nombra segun el orden de las cartas, comenzando o por la
mas alta, o por la mas baja, él conseguira al menos una vez sacar aquella que
nombra. Por ejemplo, Pedro teniendo en mano cuatro cartas, a saber un as,
un dos, un tresy un cuatro mezcladas a discrecion, apuesta que extrayéndolas
seguidas, nombrando uno cuando saque la primera, dos cuando saque la se-
gunda, tres cuando saque la tercera, le pasara que saca un as cuando diga
uno, o saca un dos cuando diga dos, o saca un tres cuando diga tres, o saca
un cuatro cuando diga cuatro. Sea imaginado del mismo modo para cualquier
otro nimero de cartas. Se pregunta cudl es la suerte o la esperanza de Pedro
para cualquier nimero de cartas que se pueda tener desde dos hasta trece.

Observamos que Montmort reduce el problema al caso de un solo palo de la baraja
(y no cuatro como inicialmente aparece) y plantea calcular la probabilidad que tiene el
banquero de ganar en esa circunstancia. Generalizando esta propuesta podiamos enun-
ciar asi: Supongamos que el banquero tiene n cartas diferentes en orden aleatorio.
¢ Cuél es la probabilidad de al menos una coincidencia cuando el banquero extrae las
n cartas sucesivamente?

Hace una introduccion didactica a la resolucién:

Sean las cartas con las que Pedro hace la partida, representadas por las
letras a, b, ¢, d, etc. Si lamamos m al nimero de cartas que tiene, n el nimero
que expresa todas las ordenaciones posibles de estas cartas, la fraccion n/m
expresara de cuantas maneras distintas cada letra ocupara cada uno de los
lugares. Ahora bien, hay que notar que estas letras no se encontraran siempre
en su lugar atilmente para el banquero; por ejemplo, a, b, ¢, no da mas que
una oportunidad de ganar al que tiene la mano, aunque cada una de estas tres
letras esté en su lugar; Y de igual forma b, a, ¢, d no da méas que una oportu-
nidad a Pedro para ganar, aunque cada una de las letras c y d esté en su lugar.
La dificultad de este problema consiste en desenmarafiar cuantas veces cada
letra esté en su lugar Gtil para Pedro, y cuantas veces esta en lugar no util.

A continuacién Montmort procede a dar la solucion para n=2,...,5, en cada caso
siguiendo el mismo principio que, obviamente, es la base de su demostracion. Para
n=5 su argumento es como sigue: El nimero de permutaciones de 5 cartas 5!1=120.
Entre estas hay 24 en las que el 1 est4 en primer lugar, 18 en las que el 2 est4 en
segundo lugar sin que el 1 esté en el primero, 14 en las que el 3 esté en tercer lugar sin
el 1 en el primero ni el 2 en el segundo, 11 en las que el 4 esté en cuarto lugar sin el 1
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en el primero, el 2 en el segundo ni el 3 en el tercero, 9 en las que el 5 esta en quinto
lugar, sin estar las otras cuatro en sus lugares respectivos. La probabilidad de al menos
una coincidencia es por tanto

24+18+14+11+9 76 19
120 120 30°

Entonces indica la solucion general de dos formas: como una férmula recurrente y
como una solucién explicita en la forma de una serie.

La secuencia de soluciones para n=2,...,5 le permite construir la férmula recu-
rrente que queda descrita como sigue, usando una formulacion actual: Si P, es la pro-

babilidad de al menos una coincidencia cuando se tiene n cartas de un solo palo, en-
tonces

(n-1)P,_, +P,,
P = , n>2, P=0yR=1. 1)
n

Montmort lo escribe de esta forma:

Si llamamos S a la suerte que se busca, el nimero de cartas que Pedro
tiene se expresa por p; g la suerte de Pedro, siendo el nimero de cartas
p —1; d su suerte, el nimero de cartas que él tiene siendo p — 2, se tendra
S— g xm-l— d

p
la Tabla adjunta.

. Esta férmula dara todos los casos, y los vemos resueltos en

La tabla que muestra da las soluciones desde n=1 hasta n=13. Para este tltimo

caso escribe S _ 109339663 A= 1 A 22853263

+—
172972800 2 172972800
el banquero de ganar (de conseguir al menos una coincidencia) cuando se juega con

una baraja de 13 cartas y un solo palo es P, =M =0'632120558 .

172.972.800

A. O sea, la probabilidad que tiene

Al principio del texto de Montmort encontramos un “Tratado sobre las combina-
ciones” donde se describe el Triangulo Aritmético de Pascal. Pues bien, llegado este
momento de exposicion, el autor invoca ese tratado sobre las combinaciones indicando
que, a partir de él, ha obtenido otra expresion que viene dada como un desarrollo en
serie cuyos términos van alternando en signo y, cada uno de ellos se calcula como
cociente entre el nimero combinatorio que aparece en la citada tabla y el producto
descendente iniciado en el término que corresponda: Asi, para el término p de la serie
(en el caso de una baraja de n cartas y un solo palo), Montmort dice que se calcula
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n
[ pj _1 Por tanto, para el calculo
n(n-1)(n-2)--(n-p+1) p! " *

de la probabilidad del banquero de ganar proporciona la serie:

mediante este cociente:

i 1+, 1t .1 _ 1
1 1.2 1.2-.3 1.2-3-4 1.2.3-4.5 1.2-3-4.5-6
L 1 1 ()™ .
En general, podemos escribir P, :1—§+§+...+—', n>1, o abreviada-
1 3! n!
mente,
n _li—l
p -3 (2)
iz n!

En ningn momento relaciona ambas soluciones: Seguramente se da cuenta, que de

Pn—l

. ., -P
la primera formulacion se deduce que P, —P_, =—-"1—"2 y de la segunda pode-
n

n-1
mos escribir P, —P, , = % . Si igualamos los segundos miembros de ambas igual-
n!

()™
(n-1)’

dades obtenemos B, —P,_, =

lo que muestra que podemos pasar de una for-

mulacion a la otra facilmente.

A continuacion cita a Leibniz y a su trabajo publicado en las Actas de Leipzig de
1693 en el que resolvia el problema de “dado un logaritmo, encontrar el nimero que

le corresponde” y donde da como solucion “para x del caso en el que las ordenadas

3 4

o X XX X X
disminuyen” =1——+

—— + —, 0sea, el desarrollo de e™* , que para
1 1.2 1.2.3 1.2:3-4

. . 1 1 1
el caso de x =1 nos proporciona la serie 1—-=+—— +
1 1.2 1.2.3 1-2-3-4

rece en el calculo de la probabilidad de ganar que tiene el banquero. Montmort nos
esta queriendo decir, aunque asi no lo manifiesta, que limP, =1—e™ =0,632120558

n—o0

—, lacual apa-

, dungue nuestro autor en ningun momento da fraccién decimal, ni habla de conver-
gencia de la serie. Recordamos las dos fracciones citadas mas arriba:

P, :% =0,6333... y B, =0,632120558.

A continuacién, Montmort se plantea lo siguiente:

Las dos formulas nos ensefian cuénto tiene de azar el que tiene las cartas
para ganar para cualquier carta que sea; pero no nos hacen conocer cuanto
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hay de azar por cada carta que extrae desde la primera hasta la Gltima. Se ve
claro que este nimero de azares disminuye siempre, y que hay, por ejemplo,
mas azares para ganar para el as que para el dos, y para el tres que para el
cuatro, & asi. Pero no se saca facilmente de lo que procede la ley de esta
disminucién, se la encontrara en esta Tabla.

Los 5 ejemplos previos que usé Montmort a titulo ilustrativo nos orienta sobre lo
que esta manifestando en el parrafo. Divide el conjunto de permutaciones con al menos
una coincidencia en dos conjuntos disjuntos definidos por el lugar donde la primera

coincidencia ocurre. En lenguaje actual, si a, (l) es el nimero de permutaciones de n
elementos en las que la primera coincidencia se produce en el lugar i. Se verifica que
a,(1)=(n-1)!, yaque 1 tiene que estar en primer lugary el resto de los n—1 nlimeros

pueden ser permutados de todas las maneras posibles. Para a, (2) fijamos primero 2
en segundo lugar, y de las resultantes (n—l)! permutaciones tenemos que deducir el

niimero de permutaciones con el 1 en primer lugar, cuyo niimero es igual (n—2)!, por
lo que

a,(2)=(n-1)-(n-2)1=a,(1)-a,,(1).
En general, tenemos
a,(i+1)=a,(i)-a,,(i), n>2, i=1..,n-1 (3)

Montmort conocia esta formula recurrente como veremos mas abajo en el texto
explicativo que introduce, y la usé para calcular a, (|) para i =2,...,5 en sus ejemplos
iniciales. En la edicion de 1713 (p. 137), la usa para calcular a, (i) hasta n=8.

Por otra parte, si a, es el nimero de permutaciones con al menos una coincidencia,
podemos escribir:

a,=a,(1)+a,(2)+..+a,(n).

Tanto los a, (|) como los a, son presentados por Montmort en una tabla parecida

a la que aqui se muestra.
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n 1 2 3 4 5 6 7 8 a,

1 1 1

2 1 0 1

3| 2 4

4| 6 4 3 2 15

5| 24 18 14 11 9 76

6| 120 | 96 78 64 53\ 4 455
7| 720 | 600 | 504 | 426 | 362309 | 265 3186
8 | 5040 | 4320 | 3720 | 3216 | 2790 | 2428 | 2119 | 1854 | 25487

Montmort explica lo siguiente:

Esta Tabla hace ver que con cinco cartas, por ejemplo, un as, un dos, un
tres, un cuatro y un cinco, Pedro tiene veinticuatro maneras de ganar para el
as; dieciocho de ganar para el dos no habiendo ganado para el as; catorce de
ganar para el tres no habiendo ganado ni para el as ni para el dos; once de
ganar para el cuatro, no habiendo ganado ni para el as, ni para el dos, ni
para el tres; y por fin, que no tiene mas gque nueve maneras de ganar para el
cinco, no habiendo ganado ni para el as, ni para el dos, ni para el tres, ni para
el cuatro.

Cada rango de esta Tabla se forma sobre el precedente de una manera muy
facil. Para hacerlo entender, supongamos aun que hay cinco cartas. Se ve en
primer lugar que hay veinticuatro maneras de ganar para el as. Esto es evi-
dente, puesto que al estar determinado que el as esté en primer lugar, las otras
cuatro cartas pueden ser ordenadas de todas las maneras posibles; y en ge-
neral esta claro que si el nimero de cartas es p, el nimero de azares para
ganar para el as esta expresado por tantos productos de nimeros naturales 1,
2,3,4,5, & asi, como unidades hay en p—1. Planteado esto, 24—6=18 me

da los azares para ganar para el dos, 18—4 =14 me da los azares para ganar
para el tres, 14—-3=11 me da los azares para ganar para el cuatro; y por fin,
11-2=9 me da los azares para ganar para el cinco.

Y de esta forma nos muestra su conocimiento de la férmula recurrente:

...y en general cada numero de la Tabla es igual a la diferencia de aquél
con él se encuentra a la derecha y que ya ha sido encontrado, con el que esta
inmediatamente encima.

La férmula recurrente (3) es demostrada usando el método de inclusion y exclusion.
Para hacerlo indiquemos previamente que a, (|) se puede interpretar como el nimero

de permutaciones con una coincidencia en el lugar i, y ninguna en los i—1 lugares
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anteriores. Si hacemos un desplazamiento de lugares hacia delante una unidad, o sea,
si consideramos los lugares 2,...,(i+1), a, (i) nos da el nimero de permutaciones con

una coincidencia en el lugar (i +1), ninguna en los lugares 2,..., i, y ninguna restric-

cion en el lugar 1. Asi, para calcular a,(i+1) hemos de quitar a las permutaciones

anteriores aquellas que tienen una coincidencia en el lugar 1, o sea, hemos de restar
aquellas permutaciones con un 1 en el lugar 1, ninguna coincidencia en los lugares

2,..., I, y una coincidencia en el lugar (i+1). Dicho numero de permutaciones es

a,,(i).

Esta claro que P, =a—”' , por lo que dicha probabilidad es calculable para cada n a
n!

partir de la columna del margen derecho de la tabla anterior. Ademas, para los valores
de esa columna encuentra un “orden” que se visualiza a partir de la tabla que da:

Ox1+1=1
1x2-1=1
1x3+1=4
4x4-1=15
15x5+1=76
76x6—1=455
455x 7 +1=3186
3186x8—1= 25487

O sea, nuestro autor obtiene esta férmula recurrente,
-1
a,=na,,+(-1)", nx=1 a,=0.

Para seguir exponiendo resultados de Montmort introducimos una nueva forma de
contar las permutaciones. Sea b, (|) el nimero de permutaciones de n elementos con

exactamente i coincidencias. Légicamente, b, (0)+b, (1)+...+b,(n)=n! También,

a, +bo(n) =n! Entonces, la probabilidad de que se produzcan exactamente i coinci-

. b(i - L
denciases p, (|) = L') .Y la probabilidad de que se produzcan al menos i coinciden-
n!
cias P,(i)=p,(i)+p,(i+1)+..+p,(n) y P,(0)=1. Bajo esta nueva formulacion,
la probabilidad de que el banquero gane con un haz de n cartas de un solo palo, lo que
antes llamabamos P, , ahora seria P, (1).

En su segundo corolario de la pagina 138 (22 edicion del tratado), Montmort afirma que
los valores de la diagonal de la tabla anterior, 0, 1, 9, 44, 165, o sea, los que corresponde
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conlos a, (n) , son los que proporcionan el nimero de permutaciones (“‘el nimero de aza-
res” dice nuestro autor) en las que no se producen ninguna coincidencia para el n corres-
pondiente a la fila inmediatamente anterior, o sea, a,,,(n+1)=h, (0)=n!-a,.

n+1

En la pagina siguiente de su tratado, la 139, Montmort presenta, mediante una serie,
la manera de calcular el nimero de permutaciones con n coincidencias, con n—1, con
n—2,con n—3,... Establece que el nimero de permutaciones con exactamente i Coin-

cidencias verifica la siguiente igualdad, b, (i) = (r_]jbn_i (0), ya que los lugares donde
i

caerian las i coincidencias pueden ser elegidos de | . | maneras distintas y, ademas,
i

no pueden producirse coincidencias en el resto de los n—i lugares. De la igualdad

b,(0)=nl-a,=n!-n!P,=n!(1-P,), 'y teniendo en  cuenta  que
1 n-1 1 n-1

P, ST +( ) , nos queda bn(O):n!(i—l-i-...-i-( ) Jz
2! 3! n! 21 3! n!

(2) [1=n+n(n-2)=n(n-1)(n-2) +..+(-)" *n(n-1)(n~2) ..-3] -
(-1 [1_ n+n®—n® 4 4+ (-1)"7 n(”‘z)] Por tanto, como b, (i) :[?jbni (0), po-

demos escribir

si(n ie e
b, (i) =(~1)" '[_j[l—(n—i)Jr(n—i)(z)—(n—i)(3)+...+(—1)” =),
Si nos atenemos a la forma de presentacién que hace el autor, la serie que describe
por sus sumandos, el nimero de permutaciones con n coincidencias, con n—1, con
n—2,con n—3,... seria:

ibn ()= i(—l)”’i m[l—(n —D) (=i = (n=1) + ..+ (1) (n _i)<n+2>}

Asi Montmort escribe que, para el caso de p cartas (lo gque nosotros hemos llamado n)
el nimero de azares de una coincidencia, de dos, de tres,... se encuentra en los correspon-
dientes sumandos de la serie que sigue

PPl Gia P P-LP=2 G, Pp-1lp=2-p=3
1.2 1-2-3 1.2.3-4

0+i-a+4.3+ P P=L p‘;’f;?" P-4 0-175-5455.4.3+

1.2
P-p-1-p=2-p=3-p=4-p-5 G e 55 6.54:6.5434..
1.2.3.4.5.6

Ix1+ px0+——
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A continuacion, Montmort explica la serie y nos ofrece una distribucién del nimero
de coincidencias para el caso de trece cartas de un solo palo:

El primer término expresa cuantos azares hay para que cada carta se en-
cuentre en su lugar. La suma de los dos primeros expresa cuantos azares hay
para que se encuentren al menos p—1 en su orden; la suma de las tres pri-

meras expresan cuantos azares hay para que se encuentren al menos p—2
en su orden.

Aplicando esta férmula al caso de trece cartas, encuentro que sobre las
6227020800 (13!=6227020800) maneras diferentes en las que trece cosas

pueden ser ordenadas,

hay para que todas se encuentren en sus lugares, 1

Para que haya doce, 0

Para que haya once, 78

Para que haya diez, 572

Para que haya nueve, precisamente; 6435

Para que haya ocho, 56628

Para que haya siete, 454740

Para que haya seis, 3181464

Para que haya cinco, 19090071

Para que haya cuatro, precisamente, 95449640

Para que haya tres 381798846

Para que haya dos, 1145396460

Para que haya uno, 2290792933

Para que haya uno al menos 3936227868
Con dicha tabla se puede calcular probabilidades del tipo p, (l) para el caso de n=13.
Por ejemplo, p,;(2)= % =0,1839, que es la probabilidad de que se produzcan
exactamente 2 coincidencias. Y también, P, (0)=PR, = % =0,63212055..., 0

sea, la probabilidad de que se produzca al menos una coincidencia o probabilidad de que
gane el banquero con una baraja de 13 cartas y un solo palo.

La aportacion de Nicolas Bernoulli

El 17 de marzo de 1710, N. Bernoulli envia a Montmort la siguiente demostracion de

Pn:.zn:(_i)li-l

baraja de n cartas de un solo palo. La presentamos con enfoque y notacion actual.

, 0 sea, de la probabilidad de que el banquero gane jugando con una
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En primer lugar establece que a,(1)=(n—1)! Y de manera sucesiva va constru-
yendo las igualdades:

a,(2)=(n-1)!'—-(n-2)1,
a,(3)=(n-1)'-2(n-2)!+(n-3)!,
a,(4)=(n-1)1-3(n—2)!+3(n—3)!—(n—4)! Y asi generaliza:

o, ()=20) [ fin-a-

Como P =a—”|:i2an(i) , podemos escribir
n' nlé

n! i=1 j=0 j=0 n! i=j+1 J
L if n y(n=1-j)!
Sy ")
o0 j+1 n!
o (-1 .
que, si se simplifica, nos lleva a P, = gue coincide con la férmula (2) de

Il
o
—_

j+1)!

j
Montmort.

Para obtener la formula (1) de Montmort, Bernoulli utiliza lo que hoy se conoce como
Teorema de la Probabilidad Total, o sea, a partir de probabilidades condicionadas obtiene
la probabilidad de conseguir al menos una coincidencia. Si A representa el suceso “conse-
guir al menos una coincidencia en n extracciones” y B que “la carta numerada con el 1

aparezca en primer lugar”, podemos escribir P(A) = P(A/B)- P(B) + P(A/B®)-P(B°) .
Esobvioque, P(A)=P,, P(B)zl, P(Bc)zn—_l, P(A/B)=1,y parael calculo
n n
de P(A/B“), 0 sea, la probabilidad de conseguir al menos una coincidencia bajo la

condicién de que ésta no se produce en primer lugar la obtiene Bernoulli con una re-
flexion del estilo siguiente: las permutaciones que corresponden a este suceso son de

la forma (j,il,...,infl) con j=1, con al menos una coincidencia en los dltimos n-1

lugares. Pues bien, entre las (n —1)! permutaciones de las i-es habra a, , permutacio-

nes con al menos una coincidencia en n—1 lugares a las que hay que quitar el efecto
de hacer la transferencia de j al lugar 1 que sera el de cambiar permutaciones con una
coincidencia en el lugar j por permutaciones sin coincidencia, siendo un total de

(n - 2)!—an_2. Por tanto, el nimero de permutaciones con al menos una coincidencia
nos queda a, , —(n—2)!+a, ,.
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Entonces,

c _an—l_(n_z)!"'an_z _(n_l)Pn—1_1+ Pn_2
P(A/B%)= . L _

Usando el Teorema de la Probabilidad Total,

o _ 1 .\ n-1(n-1)P,-1+F, (n-1)P,+PR,
""n n n—1 - n '

el resultado (2) recurrente de Montmort.

Todo lo calculado hasta aqui se ha hecho bajo el supuesto de una baraja de un solo palo.
Para el caso mas general, extraer 13 cartas de una baraja de 4 palos y donde el banquero
gana si consigue al menos una coincidencia, cuya probabilidad podemos presentar de la
forma P, y, engeneral, B, ; (nextracciones de una baraja de s palos) solo se presenta la
solucién y la férmula que la genera, tras algunas rectificaciones entre ambos autores. En la
carta de Bernoulli a Montmort del 26 de febrero de 1711 (pp. 308-314 de la 22 ed.) el
remitente da el resultado numérico. Dicho resultado contenia un error que Montmort co-
rrigio en su respuesta del 10 de abril de 1711 (pp. 315-323 de la 2% ed.). Después, Nicolas
Bernoulli en su carta de 10 de noviembre de 1711 (pp. 323-337 de la 22 ed.) escribe la
férmula correcta que permite conseguir el resultado exacto:

s = izill(_l)i_l (T] ns(ns —1).S.i(ns —i+1)’

Lo que lleva al caso particular de la baraja de 52 cartas y 4 palos, (n=13 y s=4)
al siguiente resultado: R, =0,6430649493.

Ninguno de los dos autores facilitan demostracion, pero Bernoulli comenta que el
método es el mismo que para P, . Encontramos la primera demostracion de la misma

en un trabajo de Struyck publicado en 1716 y recogido en las Obras Completas cuya
edicion es de 1912.

Conclusiones

El problema de las coincidencias es original de Montmort, siendo planteado por pri-
mera vez en la edicion de su libro de 1708. Dicho problema ha sido un tépico en la
historia del célculo de probabilidades dado que, muchos autores importantes han en-
trado en valoraciones y resoluciones olvidando en la mayoria de los casos la fuente
original, o sea, olvidando a Montmort. Este autor tenia dos formulas para resolver: una
de ellas recurrente y la otra mediante una suma finita que se podia generalizar a una
serie. Nicolas Bernoulli aporta en la correspondencia posterior a la primera edicion
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demostraciones rigurosas de ambas formulas. Ambos autores demuestran un alto co-
nocimiento de la combinatoria y la idea de probabilidad en el sentido en que la enten-
demos hoy estaba muy cercana a la idea de ellos.
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